
 

Gamma and Zeta Function
주현득

Contents

TGamma Function
立 Zeta Function

I Gamma Function

1Definition of Gamma function

피가 frida
2Domainof Gammafunction

Firstlet's prove lil 스피선에 ZEE

I z Teide 쐖f눼텨햬 뱮道階 tilRiemannSum
to t the tnkIn C Eli ti_til SEHint iSamplepoint

士田 뱮歲 iiotiiniisiotifilziitw.az 1 ill

뱮宏SE sibiutil

letZ atbia.baR 爬川 itbi ti ii.li ebihsi.fi lie Z spelt



i뺞点lie배lie ai i빦点 i
라호칭한

캗멂ftp.elztletdtift메타며dit Il Re1레

1피레스고베레 Re베이

Next Let's prove ForVxElo 이 I세 is absolutely convergent

피가 feed t.fr etat fittedt NEN

i Let Ii ft etat
Since I E o N te Et El Atl et Et 찌

of title feat
it dt 彧非

o E ft etat 壬竿
I is absolutelyconvergent

ii Let Ii ft etat

Consider 빍멍 쑎
XENA 1 x 빍냉慧 二 li 乖計 io 1 핦



XE l o

1쇓慧 二 응

0 It 慧캜멇 裴 二자 ftp.i.at닑밿쁓12리 t 에 i 쒸
i惑泮짮 LEIN

x
O E빍y慧夫 드자 L샒y 乖女 O i Lt1 x 이

밿慧二o

FrVXE lo 이 싉멓 t뜷 o

Fa te so there exists some M M 이 such that

for tm It 이 E

Let E I.MN Then for ft ZN I턢1시
For Kt IN the trite

一幷

Pet dt.se 夫恁 Ot 2E 한 2E
는

Noft etat few E 차

I is absolutely convergent

By it it I IN it 잔떄 is absolutelyconvergent for X 10이



I士田1스피Rent
If Retz so then 仕用 is absolutelyconvergent

I 田二侄 tilt isabsolutelyconvergent if Recto

what if Rel티
he비

피타 ft E etat Let Ext 운g x.yEIR.ie

tzezht.ee 訓哄 쎧행썆 tis Ight tis in뼤

피리 it cos뼤

tisinlylntdetdtfftetcoslylntdttiftxttsinlylntdt.be

仕叭 it 가벼이뺴뱨 it 씨텨혾세싡쁲dt
웒쌴놟쓓훼톄 hilt 凞떈놦 kid

t.fi
1etllntpkIfotfslnttllntl2k3lflt

TE4lntPkzTEt

little title 웓산한그 flat It IT
it dt.int悠一 하라야 a



Re 피티 雍咨災 위 tut o

T Z does not converge at Rel ZEO IE

But we can define 피티 if Re Eko except t.si n 1

by analytic continuation usingfunctionalequation

1 T x 1 x피기 X 이

괴제 ffetdt.ee lffiite 姚
i 一毖

bxettxfftetdt.be쐟쓺쐟 獻 戀 玔 賦

慈烝塢 NEN.mx

Ntl o x T x XI IX

By allowingto usethefunctionalequation if x z z E E

Wecandefine피터 at keczko.IEAnalyticContinuation

괴리 ApplyingAnalytic it Etat ke Iz 이
Continuation 피레 Z피리 Z E E

ftp.t쌰싟멍姸坦 aol.it little et E 1 에 ㅕ

고 ㅢ 1 고1이 고1 2 2T 데 11 3 3고 s

Since 尨 cannotbedefined we can't alsodefined 파이 I1 2 I 1st



0 t 3 3 4 simplepoleof Gammafunction

Domainof El ZI ZEE Ray si

Analytic continuation

fl x It Xt te 二悳 h밿 똈
If 1 1 1 then flxtf
x.h.comain of ftp.lxllxkl

g쌰늤 Domain of gail x I仁川

Analyticcontinuationofftp.ltlxtltxtx
루 1xK11

g x Ex X기나 X51

fl 2 1 2 14 8t 二 高 j X

Analytic Continuation of fl x ki g 2 승 10

Theanalyticcontinuationfunction Is unique by identitytheorem
ThusWe can define괴리 at ReEko withanyfunctionalearnt

工谷 1 Z 피리 피러고사리 唜 z etc



3DefiningFactorial of Real NumberbyGamma Function

괴제 x피지 If th EN
Il ntl in피게 in In 一四 1가야게 제 1가지지라지

in my Ms 3.2.1甘川

파 fit etat it If e 1 1

괴제 N 피꺄 n 1

Thuswe candefine factorialof real numberlike 任小 招

But canwe say Gamma is theonlyfunctionthat satisfies枷 州

lexf 싸고 Has류x fl꺄피게이류n T1에 in 州

Y쇼 _fy x
Thuswe need to consideraboutnatural
extension of factorialof realnumber
First fH shouldbesatisfy
卄柳 ixftp.fhl 1 Becausethese are
similarwith definition of factorialㅎ 讖

恂

In addition thegraph of 卄刈should
X be conceived downward like figure

figureD

The BohrMollerupTheorem says Gamma function is a unique
functionsatisfying지며 t 쎄 付叭 Conceiveddownward



BohrMollerapTheorem

It f thatdefined at lo이 satisfiesthree propertiesbelow

i th 의
ii fl Xt 제x1 XE 0에
iii 卄川 is a log convex functionfor XElse

then f is unique

loginvexed function
慈 彬 川

Forgivenfunction f it log抑 is a log convex at section I
wesay f is a log convexfunction at I
Thusfor Xy EI o EKEI f satisfies

logH1K제 1 kykkloyflxltll kllgf.ly

井刑Why hlkxtltklytkhh.lt Ha hly means 쎄 is

a convex function I log柳州川

kxtll klyikxky.ly length y xXKi length Ky X
Y kly X lengthykly

xlxykly.xjykxtll.mymeansanypoints in section X y



세가사시미g alsomeansany points in sectionMmHg
bythesameway

Let
gcaxtbglkxtltklyl.cn

kXt1tklyItb kaxtaH klytb
kaxtkb kbtaltklytbi.cntkbta1l klytll k b
k1axtb t1l kl1aytbl kglx tltklg.IN

gym
g뺘 ㅽ
glkxtltk.ly kglxHkklg1y

y hM
시쎄사비가시미시시애비

i may g
G싸쎄

hlkxtlH.lyEkhMt1Hdhly

h1xl scunvextunctiun hkXt1tkly EkhlxHll king 卄凸

Letsprove I is a logone function

log 고1K제가베의get 사이에 x.yc.io

log ft 가서 kt1시이나 kttktt.de

log 우K제에ttktltkly lekt.tn

lg1i1txtetMtae tidt
Holder's inequality

i 쎄뻬뺘 陋쌔 a惻뻬혜 titty



I
ice 州 the tilt 스 世 墩 little하抄

g1
패에 take 베 it etat Mitt etat 썩

kly고매 H이log 패

log패 is a convexfunction 피기 is a logconvex function

Proof of BohrMollerup Theorem

Fr Vito MEIN

f Int x Int X 1 f Int제 1 개제메가 2H1가1X 2

꺼 XㅔMtX 2 1 개가 3 X12 Ext1 X f1기

using than i 忖叭
Let'srestricttherealm of X to X E 이 and of n to 거 2

抑 is a logconvexfunction Thuswe can say

logfmHoyt메 iyfmtxtlgflnldgfmtn hy.fm

N 1n 1 at in Mtl n

Since the MNMi 개 1가지위가2 1제 1자2기가3 32 1 t 1
n 제 1가지 3 2 1 1M 1

it川川



log 메 log1가지 logf 1개가 log 매 log 자 log ㅔ

I X l

x log메 dog윘쪴스xkgn

제기께 Eh 에스제가 1

Sink fat x Intel Mt X MtX 3 Ext2117세 자세

제1기께 제게
Mt Xt Mt X 21메가3 1Xt게제 X th E

Mta MtX 2 1개가 3 X til Xt
LHS

Mn
前멍닜꺿火 川 x器 닜멍 In tx NtXㅔ매가지 如八제1X

n n t

RHS
제1가1 에게

빍벙Mt 제 1개 가자 제가 앪뫼MtMnt제 He Mt
n Xn

冷一낺 lntxkntxtkntx 21 nl
2KXtDXnXnf1X hI7omtxllnt 제매가다 제 1세 X

Thevalueof limit is unique Thevalueof the XE 0N isunique

By fNtl Xflx Thevalueof 抑 Erall xElo이 isalso unique
뛢

I'll 의
피기satisfies all properties of the theorem abovef 琢 咐

log convex



Thus고1x is a unique function which satisfies 拙仁 xf 咐川이

byconvexfunction

Thuswe candefine factorial of realnumberwith IN

4Several functional Equation of Gamma Function

ByBohrMolleruptheorem we can write Gamma Function like

피가싰먾 meant xiii 쎄 x

Let 파1X 해 x rt xiii mn x 피기캠먾피지

in
可叭 rex lrtx.nl rt가지 I Xt DX

e
X1nr

門 始 州 吉 州 城

iii
깨

It 11 It判川刮 H X x

x 蒜 譽 營 灌
e 艾

州

f f쓮
球 痲 瀏 心뻐삓 i



피기 닜 i 밿xex뻐매샀
I毖세에바삧II쬶

一 憁 tl 臥 一 嘶 瀏

sina.is裵卄鼠 sina.xixl.it 一剡

莊卜剡 一志 mix

t.fm 즢

sinixt1 x 핀녯 莎似 5쀼

BN y ftp.tMdt
패계비
IN ty

些
피게 fitment

t.o 57otzxlz.codtzdxt.io x a

I1 계 ffzxpme
ZXzdxffzmxmtetxdx.TN
fznte Zdz



고메피까P태 x
가 let 최 을선최z

일제가 ime
쎄

ZdzdxlxtDEY.intndzidydz 앴
E o 二 y o Z o y o

工伽 피끼 0g 께 꺼
계 자매 XMEY쁬

dx.fi
ymmyiiindydx.fi
HxtiYfyMtnEYdgdxYfxmYx

n Mindx I 1m께

피게고 세
피께게 fit time

쎄 二六 dxi.ir 쎯 班前一

珦 田세
피 m에 派訓 任門 訓

1 Yim 세매사화 fr my trick



피제괴에
피 mm

B1m까사꼐사매다 曲

롎 玔士 15보 This

阮大

士 咐 1비
Tiny

대가 ㅃㅃ

Let x.sy.si t.ZI.dt.tt 恝 二를

퍹팺 作部이사렐
dz.flztylll ZH.Edz
fs ifll

zidzfllzidzfi zildz.tl11 Z2 dz

Let E W 2태 Edw dz 쁥 얋 E 1 W의

Z o sw.ro

쁧 El es WEI

Iii'd 玎 i 쁧 µi 쁦
f 11바쁦 tf 11 W 얊



하치 www.BE S

피치피이
殆 刈

피 吐川 I 피하피
I125 호죠 피로 t이

피하 堅 二泣 1론 2F한 t 茁沆dr

2Pret2rdr 2fr1 2r

HdrLet2re rihr.r it then 다르다 dr du

爬 浙 Pear
2T하 fi drei

Ils 玔 I
피2 22s

T비지
班川 恣 鬱

2헖 玔 北삼 田 叭 困



5The Graph of Gamma function

괴리

烱 Re

ㅈ
士川 thx sina.x.TK



I Zeta Function

I Zeta function

f s 乖沁 it 計計 lift
2 The Domainof RiemannZeta Function

DE ZI ZEGYM

위리 is absolutelyconvergentwhen Reel

歟 玔 緋 谿
t E

8

옮기메타12패1z n늶 러 ni페티 niI미러 f 페레미에

in떼道乖呵 위Retz

Integral test let s Retz
5기

茁式 fix ftp.ibl 一方 금
5시 Convergence

싥멍 b a Divergence



si fief 및야1세 fair Divergence

메리가 위메리 is convergence 미리 is absolutely convergence
1위레스81R뗴

위리 is divergence if 메리의

For z atbic.CI lab ER

nt n Z na bi n an biinaebihhin.ae배세
in lastblink isint씨쎄

N 이매세 isin1매세

위탸혻 it Entails뻬 isin배에

세 ㆋ.fi 嘔 嶇섄삛뻭홟鷗쁘讐

驗 纓
옸뻮I integral test

기9擧 dx f쳐x

I Ail the이미지F8 0 魚仙翡 Divergence

ii aa info 一忘 ㅡㅡ

Re1위에is divergence 다 위리 isalsodivergence J.tw



HoweverWe can define zeta function if Retailexcept El
byanalytic continuation

Iliffe etat 士侄 it etat

t TX dt iihs MEIN 車品 EYE o

士倒
ffiitixieffnsxEETxdx.tn
Tite 최 x

isㆊ士 臥 Sixteen최 x

縞ㆊ 班 憘 it i 쮀
ㆊ 피치이야 ft 縣城 dx

ax 옲EㆊX Jacobi theta function

OH 二岸이치 iJacobithetafunctionalequation

돒e
破

一 Tie it 241시

14 쌰 貳
破

이 x H241X

v1 X 슈이치二言 H241처 1 1241X

41x i E41치길



fit 롨e 제최X fi 4 세에

X2
의
4 배자 T 해 4세에

flickr.fi 늙 쳐바회에

段們斗 꿰차는져
dx.fi뤠치 호쌰뤠 玔dx

沁脘 4閉d 炷 볊쪄핯셰
if't 쵀쐐 x샂 Ei
filet 玄一方

Let xjdx.jdyxi sy.sn
X의 y 1

iii 艸 衍

iffy 結 艸 dyt卞 一

s

Ti 피치 Scifi 톱 E재최X

ft 4세에 tit 41 시에
lifted ytj.it 4세에



fit't 치4세에十六 ㅎ

Stl

ST실피뷔에 si T놀체체4쌔자승 금
ㆊ 고1위에

尤 呈고삼기위 si 坮 伽 ㆌ 피넘K사야피최위춾
T5천 1E1911야고보1위 eat

Ils I'll.it sinis eat

쬾 士川피해야비게 ear

위야자체싲 위ㅔ嵌
eq 3 s 쓸

잞피보건사회 tl Is

士佳 2위천 11 5
卜缶刮

위가 is池殆士 金非州出訂
IT 페이 乖 i 위

와 so
피최고사회에sin픠

위가 IT ts sinSfH.s 2SlT5lsirEsI1ts S1ts



i.SK 25ㅠ sin푀고사이S11 5
Analyticcontinuation

Function I ㅠ sin퓌 tits fits

Domain 4 E
川羔 Remi

Ese 沔

2L
We can usethefunctionalequationwhen ReisKo

we can define zeta function atRetireThedomainof Shs changes to 로이RenzoorRemi
we can use thefunctionequation whenRenkoor Rds 기

But if 5.2.34 Ill s is notdefined

finian 페께에게 1mi2.3.4

i m even

sin퐤 0 I'll.si notdefined

싥먻sin퐈파몃댁i 測 莊乃 歲 페페 si 一 蒜

渽쇖 s앴푊 瀛 驗慫紹咨今convergence
LHopital'srule

ii Miodd123

51M 재재배퐳페계위t 께 odd
Ko ㅎ 싪 o Hls 와에 io

defined

와제 2쪦쩷이마페피뻲위뻰하고Cccc8
5T

o



L lifted it t.ru dt.ru 喆 吉랈읆
l rEN

fruit rduifrsusindu.rs fusion
it fined a Ii 茁乖fireman
坼 前Twyman 澁 恥 ii an

Ils 이야 럢 du湍仕毖

das虹 仰 ii ii duffelnitidau Eia
二武finedarnit ran dt Mio t.o.us on to

武佳 e 떝 凞侄 ie

to fit etat 巧田피자 쑟二碧
一諄삮뱄파 Ask it
페 Its converges as Sgoes to M

國
Thuswe can usethe functionalequation when Renko or Recs기



Nowweextendedthe realmofthedomainto HEE NA
What if OfRetail

胡 澁症韋砧墟 哺齊 麻潚砬嘔昨
二肅썙 2卜道非대田一口 門 拍

11 21 Z SH n z 위리 品周z In田二窈너멡
Dirichletetafunction

Thedomainof eta function is ZI ZEE Retz 이

Wecandefine Sls at o Raskl except S 1
위 FM 1 in川

What if Renko

i Im1리 to

Zetafunction canbedefined at o Rent
byDirichletetafunctionThus we canuse thefunctionalequation
below at Sit HERII에

Slit Ti si嘔刊 Ill it 와 it

what if s o Slo It's in乳 玔 위
ㅸ



ii Sir ImIs 0

齊炅
위씨

yt
邈

仔
Li

ti.iso n 극

iii
t.it Gift 訓川一蒸i_film M의

m쐟 i_ 片 加 門 마쐟 1mi

515 山一시

limits 門 汕

1 515 一 亡 1 1 s 1세기이 1 5 1

2 5 5 11515 S

빖먿12에스싰쑤메이야 is 갥맷 메이야 囹



H S k 2처 51sinIs This 에 5 51 15기

녱쒸에위아 2세에몇위얭먻IS一吐 Its

2위에Yi 石 一卯 2위이고11

玔 一 1 1 io it

I 251이 THE길

위가21자배포고1세에 1 2위이피야 T1이
undefined

Sls can't defined at st by any method

Tls IT sin玉寸 H fits SEGHR門 鸞

me

Domain of S I z ZE ERIN



3 The Valueof S of Even Number and NegativeInteger

유제 네제 口們 Bn InEM 위 n 1 1M Pi12M



sina.xtltiix rax.in 퍄 ㅉ츘11 E

him ㅉ 呻 if 卜惻一 hint In耿一 E
개 ㆊ墟 싸門

잆쌔짜 it 貳慂一煽 識 潮

慽 驗 裙 鷗
Tos TIX 二文 20곱x2

가
SANsinTIX

河毖筬 1 20콠우메 x 재

eixicosxtis.MX Euler's formula

Exist tisintxtcosx

isinxeixteix.com tisinx asx isinx 2asx sosx effort
t.e ixicosxtisinx kosx isiaxl sisinx ss.int 이쁨

s뚂
이주
eixeiteixileixteixeix.e.ix.ie t

e 1
2호

Xs Tx 띲퓨爻 ie t I

e
쩨

介箚災 ix
Ext
e 河乂 _I



펫崧男 二介x e 1 2

ein 대제 l ta
飛 十 ei

슩 i 롫뫇 in 씨 BmBernoullinumber

X 지다 X

訌爽 쏧뫲2 iain

黑口 it 具口飛 t곪뫲 LiliXM

Bo 1 B i I B2계 o rEN

1 in肅器 kit m

T
밂쁬 itcx tfl I t I 一 飛 to뫲口沅 x 2M

Elf롻器川22M 2만2Mx2M

1 2콳뽮22매네Mtl ㅠ2MX2m

1 2蒸위제 X

512n 묪i 제슈재세제 네개
I22가슈재B2n

2n



위와 Ii's in玉士 Its 에 s

s 2Ntl InEIN
is 피가 사미

와 2께1 2
2계 T재이지파재배의제512n

2
2 껫매너 M 2n 1 네계 2자참치무지
2 2개H2가 Iㅠ 제재 시 2에

무쁤Ban

긄Ban

91개 in 저가 sin1 in 고1H2n 511t께 o

b Ho Xo

위에 HMPil

4TheGraphof Zeta Function

Cartesian coordinates system
i
silo빍멋위 먺墟 in This Knit計 訌 1

fm 앎톿i_ 黑拉 decreasing

tk 跳蒸 its 볘蒸砬 so conceived downward

위에 is continuous at S 1



t

SIS
I

o s

ii 5시

ftp.flstljf 깑 싥냇 咸 io ftp.hlstnliln2

o

위아 호

81 2M o nEN ST

room

A
50

뷇
j sooooo





5The zero points of Zeta Function

91 2n o In trivial zero point

if s 1

위 s쏛 拭 坊 十計 討討方 坊城 方坮 澁 府訂
at 計立公苾 圻 it 許 訶 城 許 討 站
lt 計岳 tf 十毖
it 衣十乖十 訶 店 i

痢 竗
눓 二 忘



1912기 SIR이래 Tizi Re리기

915 홁늠 nnnti.IS is fri

羅燃冷愼合必
澁 前 慈 瀛 高

위리二鳶卜門心

哺 獻 in 揷 卜門癎 砦 놻 雋
二鬪 炭z 느 燕印 玎 1위라 Fiz

Hz 1 21 메리 so

i There are no zero points when Retz is largerthan I

What if 메리의 1페리다이

위리二傘11 F매 1R이러기

세리 燕印州 二肅11 F라



Ink메州爾印玔二嚴川 州
wire lr.me.org세
IN hreielnrtio skelhwt.hr nlwlilnlWtkel1nw

lnHlzH 嚴川 州 Re肅川 pt Re嚴仙 門

1 x x 좌 六 싸기매해햝 穽非

세ㆋ 嘯뢁쁽
Let Eat bi la.beR 아메리기

p nz.p
na nhi.p nayp

nhip.nhi.enbihP.it 叩人 costbnhp tis in the
ios IbnInt

islnlhnlnNRelpnzlimoslh.nl ke1먂 TT coin 卯

竹 炚 鷸m 愕卜顚 밪쏀 顯 띪먦

3hklato.lt 4kg1위에billthy1위에2bit

顯 폒in 顯 嚮 驅 瀅

iai 3 4
05151卯叫cosAbhi
np na



3 4cosof ios20 2cosㅎ 1 4cosof 3
2cosㅎ 4toset2 2Kosei ti ZO

e bhp 3 t4as lb仰川t as12미叩川 20

器蒸3t4 이매 門十cos12시卯川그onpna

3세위에 t 4시 flat bill th 1위에2세 20

In1위에Matti flat2bit to
1위에기위에bit14위에2bit21

빍hi위에3 flatbit
4
flat2세

갊mi1에위에 팸쑤 al flat.baI
Assume that Sell this at hbo

빎지 al 위에
3 위에나위HK 41에1위에攻乃a i

1 슶flatbi 에 91H2K빖n at 그 I
o II

There is no bosmhthat tillthis 0

There isno zeropointof S at RettH
There is no zero point of S at Retz Il

BySls IT sinTilts 위에Thereisno zeropointof S At 메리의



What if oc ReIs 시

If 위치해 o then 5심 it

ios田 二ET's 啞 士11 51卜刃

Thus if위해 it to then 에 비刪坮 itto


