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Motivation

∫ b

a
f (x)dx

y
적분은 미분의 역과정y
미적분의 기본정리
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Motivation

미적분의 기본정리

함수 f : [a, b]→ R가 (리만)적분가능하고

F ′ = f

이면 ∫ b

a
f (t)dt = F (b)− F (a)

가 성립한다.

Q: “모든” 미분 공식 =⇒ “모든” 적분 공식??
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Motivation

Table: 미분 공식 표

f f ′ f f ′

1 0 sin−1 x 1√
1−x2

x r rx r−1 cos−1 x − 1√
1−x2

ex ex tan−1(x) 1
x2+1

ln |x | 1
x sinh x cosh x

sin x cos x cosh x sinh x

cos x − sin x tanh x sech2x

tan x sec2 x
...

...

2x , sin x + cos x , x2ex를 미분하는 공식은??
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Motivation

미분의 성질

두 함수 f , g : [a, b]→ R이 점 x에서 미분가능하면 f + g , fg , f /g는 x에서
미분가능하고

(가) (f + g)′(x) = f ′(x) + g ′(x)

(나) (fg)′(x) = f ′(x)g(x) + f (x)g ′(x)

(다) (f /g)′(x) = f ′(x)g(x)−f (x)g ′(x)
g2(x)

(단, g(x) 6= 0)

y
좀 더 많은 종류의 함수들을 적분 계산 가능!
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Motivation

f f ′ f f ′

1 0 sin−1 x 1√
1−x2

x r rx r−1 cos−1 x − 1√
1−x2

ex ex tan−1(x) 1
x2+1

ln |x | 1
x sinh x cosh x

sin x cos x cosh x sinh x

cos x − sin x tanh x sech2x

tan x sec2 x
...

...

tan x나 ln x의 적분값은?

y
적분 테크닉: 치환적분, 부분적분
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Motivation

(가) 치환적분: tan x 적분 u := cos x =⇒ du = − sin xdx∫
tan xdx =

∫
sin x

cos x
dx =

∫
−du
u

= − ln |u|+ C = − ln | cos x |+ C

(나) 부분적분: ln x 적분∫
ln xdx = x ln x −

∫
xd(ln x) = x ln x − x + C
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Motivation

미분 공식 (부정적분 공식), 치환적분, 부분적분으로
모든 함수 적분 계산 가능??

Example ∫ ∞
0

sin x

x
dx

부분적분으로 접근해보자.∫
sin x

x
dx = sin x · ln x −

∫
cos x ln xdx

= sin x · ln x −
(

ln x · sin x −
∫

sin x

x
dx

)
=

∫
sin x

x
dx
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Motivation

Example ∫ ∞
0

sin x

x
dx

치환적분으로 접근해보자. u = sin x하면 적분범위가 치환 불가능.
u = 1/x라 하면 du = −dx/x2, dx = −du/u2,∫ ∞

0

sin x

x
dx =

∫ ∞
0

sin(1/u)

u
du ??

u = ln x라 하면 du = dx/x ,∫ ∞
0

sin x

x
dx =

∫ ∞
−∞

sin(eu)du ??

어떻게 해야 될까?? → 파인만의 트릭
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Feynman’s Trick Introduction

요약: 적분할 때 미분, 적분 교환!

Q1. 적분을 하기 위해 미분을 하기?

Q2. 미분 적분 교환하고 하면 값이 달라진다.∫ (
d

dt
f (t)

)
dt 6= d

dt

∫
f (t)dt

매개변수 하나 설정하고, 매개변수에 대해 미분을 하고, 계산.
그다음 다시 매개변수에 대해 적분해서 값 구하기!
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예제 1

Example (Dirichlet Integral) ∫ ∞
0

sin x

x
dx

풀이. f (t) :=

∫ ∞
0

sin x

x
e−txdx라 하자. 주어진 적분은 f (0)이고,

f (∞) := lim
t→∞

f (t) = 0이므로

f ′(t) =
d

dt

∫ ∞
0

sin x

x
e−txdx =

∫ ∞
0

∂

∂t

sin x

x
e−txdx

=

∫ ∞
0

e−tx sin xdx = − 1

1 + t2
=⇒ f (t) = − arctan t +

π

2

∴
∫ ∞
0

sin x

x
dx = f (0) =

π

2
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Leibniz Integral Rule

Leibniz Integral Rule

상수 a < b에 대하여 적분으로 정의된 함수 f가 다음과 같이 정의될 때

f (t) :=

∫ b

a
g(x , t)dx , c ≤ t ≤ d

gt = ∂g/∂t가 [c, d ]에서 연속이면 다음이 성립한다:

f ′(t) =
d

dt

∫ b

a
g(x , t)dx =

∫ b

a

∂

∂t
g(x , t)dx

증명? 균등수렴 or 지배수렴정리 (LDCT)
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Feynman’s Trick

Feynman’s Trick

매개변수 t를 사용하여 적분을 다음과 같이 변형할 수 있다:∫ b

a
g(x)dx =⇒ f (t) :=

∫ b

a
ĝ(x , t)dx

이때, t = t0일 때 f (t0) =
∫ b
a g(x)dx이다.
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예제 1

Example ∫ ∞
0

sin x

x
dx

f (t) :=

∫ ∞
0

sin tx

x
dx라 하면

f ′(t) =

∫ ∞
0

cos(tx)

x
· xdx =

∫ ∞
0

cos(tx)dx

=
1

t
sin(tx)

∣∣∣x=∞
x=0

= lim
x→∞

1

t
sin(tx) = DNE

매개변수를 이렇게 잡을 수 없다!
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예제 1

Example ∫ ∞
0

sin x

x
dx

풀이. f (t) :=

∫ ∞
0

sin x

x
e−txdx라 하자. 주어진 적분은 f (0)이고,

lim
t→∞

f (t) = 0이므로

f ′(t) =
d

dt

∫ ∞
0

sin x

x
e−txdx =

∫ ∞
0

∂

∂t

sin x

x
e−txdx

=

∫ ∞
0

e−tx sin xdx = − 1

1 + t2
=⇒ f (t) = − arctan t +

π

2

∴
∫ ∞
0

sin x

x
dx = f (0) =

π

2
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Algorithm∫ b

a
g(x)dx를 구하고 싶다!

Feynman’s trick :

∫ b

a
g(x)dx

?
=⇒ f (t) :=

∫ b

a
ĝ(x , t)dt

(단, f (t0) =

∫ b

a
g(x)dx이고, f (t1) = α인 t0, t1를 찾을 수 있다.)

f ′(t) =

∫ b

a
ĝt(x , t)dt = G (t)

=⇒
∫ t1

t0

G (t)dt =

∫ t1

t0

f ′(t)dt = f (t1)− f (t0) = α− f (t0)

∴
∫ b

a
g(x)dx = α−

∫ t1

t0

G (t)dt
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예제 2

Example ∫ 1

0

x2 − 1

ln x
dx

풀이. 분모에 있는 ln x를 없애고 싶다! f (t) :=

∫ 1

0

x2 − 1

ln x
e−t ln xdx라 하자.

f (∞) = 0, f (0) =

∫ 1

0

x2 − 1

ln x
dx

f ′(t) =

∫ 1

0
(x2 − 1)x−tdx =

1

3− t
x3−t − 1

1− t
x−t+1

∣∣∣1
0

=

(
1

3− t
+

1

t − 1

)
− lim

x→0

(
1

3− t
x3−t +

1

t − 1
x1−t

)
??
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예제 2

Example ∫ 1

0

x2 − 1

ln x
dx

아이디어: d
dt (x t) = x t ln x . =⇒ f (t) :=

∫ 1

0

x t − 1

ln x
dx . 그러면 f (0) = 0

이고, 주어진 적분은 f (2)이다.

f ′(t) =

∫ 1

0
x tdx =

1

t + 1

=⇒ f (t) = ln |1 + t|+ C =⇒ f (t) = ln(1 + t)

∴
∫ 1

0

x2 − 1

ln x
dx = f (2) = ln 3
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예제 3

Example ∫ 1

0
ln xdx

풀이. d
dt (x t) = x t ln x =⇒ t = 0이면 ln x

f (t) :=

∫ 1

0
x tdx =

1

t + 1
(t 6= −1)

f ′(t) =

∫ 1

0
x t ln xdx = − 1

(t + 1)2

∴ t = 0대입 :

∫ 1

0
ln xdx = −1
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예제 3

f (t) =

∫ 1

0
x tdx =

1

t + 1
(t 6= −1)

f ′(t) =

∫ 1

0
x t ln xdx = − 1

(t + 1)2

f ′′(t) =

∫ 1

0
x t(ln x)2dx =

2

(t + 1)3

...

f (n)(t) =

∫ 1

0
x t(ln x)ndx = (−1)n

n!

(t + 1)n+1

t = 0 대입 =⇒
∫ 1

0
(ln x)ndx = (−1)nn! =⇒

∫ 1

0
(− ln x)ndx = n!
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예제 3

∫ 1

0
(− ln x)ndx = n!

u = − ln x 치환하면 x = e−u, dx = −e−udu이고

∫ 1

0
(− ln x)ndx =

∫ 0

∞
un(−e−u)du =

∫ ∞
0

xne−xdx = Γ(n + 1)
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예제 4

Example ∫ ∞
0

e−txdx

= −1

t
e−tx

∣∣∞
0

=
1

ty∫ ∞
0

(−x)e−txdx = −1!

t2∫ ∞
0

(−x)2e−txdx = (−1)2
2!

t3

...∫ ∞
0

(−x)ne−txdx = (−1)n
n!

tn+1

t = 1 대입 =⇒
∫ ∞
0

xne−xdx = n! = Γ(n + 1)

수학과, 박도현 적분 계산 테크닉과 Feynman’s Trick 2025.5.14 22 / 30



예제 4

Example ∫ ∞
0

e−txdx = −1

t
e−tx

∣∣∞
0

=
1

t

y∫ ∞
0

(−x)e−txdx = −1!

t2∫ ∞
0

(−x)2e−txdx = (−1)2
2!

t3

...∫ ∞
0

(−x)ne−txdx = (−1)n
n!

tn+1

t = 1 대입 =⇒
∫ ∞
0

xne−xdx = n! = Γ(n + 1)

수학과, 박도현 적분 계산 테크닉과 Feynman’s Trick 2025.5.14 22 / 30



예제 4

Example ∫ ∞
0

e−txdx = −1

t
e−tx

∣∣∞
0

=
1

ty∫ ∞
0

(−x)e−txdx = −1!

t2∫ ∞
0

(−x)2e−txdx = (−1)2
2!

t3

...∫ ∞
0

(−x)ne−txdx = (−1)n
n!

tn+1

t = 1 대입 =⇒
∫ ∞
0

xne−xdx = n! = Γ(n + 1)

수학과, 박도현 적분 계산 테크닉과 Feynman’s Trick 2025.5.14 22 / 30



예제 4

Example ∫ ∞
0

e−txdx = −1

t
e−tx

∣∣∞
0

=
1

ty∫ ∞
0

(−x)e−txdx = −1!

t2∫ ∞
0

(−x)2e−txdx = (−1)2
2!

t3

...∫ ∞
0

(−x)ne−txdx = (−1)n
n!

tn+1

t = 1 대입 =⇒
∫ ∞
0

xne−xdx = n! = Γ(n + 1)

수학과, 박도현 적분 계산 테크닉과 Feynman’s Trick 2025.5.14 22 / 30



예제 5

Example (Gaussian Integral) ∫ ∞
0

e−x
2
dx

시도 1. f (t) :=
∫∞
0 e−tx

2
dx (t > 0). 주어진 적분 = f (1), f (∞) = 0.

f ′(t) =

∫ ∞
0
−x2e−tx2dx (부분적분 사용)

=
x

2t
e−tx

2
∣∣∣∞
0
− 1

2t

∫ ∞
0

e−tx
2
dx = − 1

2t
f (t)

f ′(t) = − 1

2t
f (t) =⇒ f (t) =

1

2t
eC
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예제 5

Example

∴
∫ ∞
0

e−x
2
dx =

√
π

2

정리하면 분모를 강제로 만들어 없애주는 발상으로 이 문제를 접근한다.

f (t) :=

∫ ∞
0

e−t(1+x2)

1 + x2
dx (?)

Q: (?)에서 f (1)은 계산할 수 있을까? 구할 수 없다!
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왜 배우지 않을까?

(가) 시행착오가 많이 필요하다.

(나) 증명이 까다롭다 (해석학 선행 필수)

(다) 정말 어려운 적분을 풀 때는 심화 대학교 이상의 사전지식이
필요하다. (예: 미분방정식, 심화 치환적분 테크닉 등)
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끝마침

Q: 파인만의 트릭으로 모든 적분을 계산할 수 있을까?

A: 아니다! 예제 1, 예제 5와 같이 부정적분 꼴을 찾을 수 없는 함수들은
모든 정적분의 값을 구할 수 없다. ∵ closed-form(닫힌 형태)가 아니다.

(closed-form expression은 유한한 횟수의 기호와 사칙연산 +,−,×,÷,
√
·,

그리고 초등함수 (sin, cos, exp, log 등)만으로 나타낸 것이다. 무한합 (
∑

),
무한곱 (

∏
), 적분, 극한 등은 포함하지 않는다.)

→ 이렇게 부정적분을 closed-form으로 찾지 못하는 함수들은 numerical
method으로 계산한다. 단, 위 두 예제와 같이 특정 범위에서의 적분값은
구할 수 있다.

Q. 왜
∫

sin x
x dx ,

∫
e−x

2
dx는 closed-form이 아닌가?

Differential Galois Theory.
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