
Shortest Proofs in Mathematics

김종근



들어가기에앞서…

A𝐵 = 𝐴𝐶인삼각형 △ 𝐴𝐵𝐶



들어가기에앞서…

삼각형 △ 𝐴𝐵𝐶 에서각𝐵와각𝐶 가같음을보이시오.



들어가기에앞서…

△ 𝐵𝐴𝐶 와 △ 𝐶𝐴𝐵 는 𝑆𝐴𝑆 합동, 따라서 ∠𝐵 = ∠𝐶. 𝑄. 𝐸. 𝐷.



1. 페르마의 마지막 정리
(Fermat’s last Theorem)



에 대한 오일러의 추측



페르마의마지막추측

𝑛 > 2 인정수일때, 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 = 𝑧𝑛 을만족하는
0이아닌정수해 (𝑥, 𝑦, 𝑧)가존재하지않는다.



페르마의마지막추측

𝑛 > 2 인정수일때, 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 = 𝑧𝑛 을만족하는
0이아닌정수해 (𝑥, 𝑦, 𝑧)가존재하지않는다.

=> 1995년Andrew Wiles가증명완료!



오일러의추측

ex) 33 + 43 + 53 = 63

좌변의항이 3개이상인경우에는 n = 3 일때해가존재

=> 지수가 𝑛 이라면, 좌변의항이최소 𝑛 개필요하지않을까?



오일러의거듭제곱합추측

𝑎1
𝑛 + 𝑎2

𝑛 +  … + 𝑎𝑘
𝑛 = 𝑏𝑛 을만족하는자연수 𝑎𝑖 , 𝑏 가

존재하려면 𝑘 ≥ 𝑛 여야한다. 

=> 페르마의마지막정리는 k = 2 인특수한경우



오일러의거듭제곱합추측

𝑎1
𝑛 + 𝑎2

𝑛 +  … + 𝑎𝑘
𝑛 = 𝑏𝑛 을만족하는자연수 𝑎𝑖 , 𝑏 가

존재하려면 𝑘 ≥ 𝑛 여야한다. 

1769년에제안, 그후약 200년동안증명되지않았음







또다른반례

1988년 Noam Elkies가 𝑛 =  4, 𝑘 =  3인경우다음과같은

무한개의반례가있다는것을증명



또다른반례

𝑛 ≥ 6 인경우아직정수해가존재하는지미해결

(𝑘 = 𝑛 인경우포함)



2. 페르마의 두 제곱수 정리
(Fermat’s Theorem on sums of two squares)



홀수소수의패턴관찰

3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 27, 31, 35, …



홀수소수의패턴관찰

3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 27, 31, …

알베르지라르(Albert Girard)



홀수소수의패턴관찰

3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 27, 31, …

흠….

알베르지라르(Albert Girard)



홀수소수의패턴관찰

3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 27, 31, …

4로나누었을때나머지



홀수소수의패턴관찰

3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 27, 31, …

3, 1, 3,  3 ,  1 ,  1 ,  3 ,  3 ,  3 ,  3 , …

4로나누었을때나머지



홀수소수의패턴관찰

3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 27, 31, 35, …

3, 1, 3,  3 ,  1 ,  1 ,  3 ,  3 ,  3 ,  3 ,  3 , …

4로나누었을때나머지

나머지가 1인소수들을관찰



나머지가 1인소수의패턴관찰

5 = 12 + 22

13 = 22 + 32

17 = 12 + 42

⋮

두제곱수의합으로나타낼수있음을 1625년

알베르지라르(Albert Girard)가 처음으로문헌에남김

놀랍구나..



나머지가 1인소수의패턴관찰

5 = 12 + 22

13 = 22 + 32

17 = 12 + 42

⋮

피에르드페르마 (Pierre de Fermat)



나머지가 1인소수의패턴관찰

그후페르마는마랭메르센(Marin Mersenne)에게

“4로나누어 1이남는모든소수는제곱수의합으로

나타낼수있다”고확언

5 = 12 + 22

13 = 22 + 32

17 = 12 + 42

⋮

쉽네 ㅋㅋ 



나머지가 1인소수의패턴관찰

페르마는자신이고안한무한강하법(Method of Infinite Descent)를통해정리를증명했다주장, 하지만편지에

“증명과정이너무길어서생략한다”고만적어두고명확한풀이를남기지않았음

더 이상의 자세한 설명은 생략한다.

마랭메르센 (Marin Mersenne )

아 성님…



나머지가 1인소수의패턴관찰

이후, 오일러가이정리를증명하는데무려

7년(1742~1749년)을쏟아부었음

레온하르트파울오일러(Leonhard Paul Euler)

하……



1990년, 돈자기에(Don Zagier)의논문이등장



오일러가 7년간고민했던문제를단한페이지로해결



Zagier의풀이법

𝑆 = { 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℕ3 ∶ 𝑥2 + 4𝑦𝑧 = 𝑝}

유한집합 S를생각



Zagier의풀이법

𝑆 = { 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℕ3 ∶ 𝑥2 + 4𝑦𝑧 = 𝑝}

S에서 S로가는함수 f를정의



Zagier의풀이법

S에서 S로가는함수 f를정의,

𝑆 = { 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℕ3 ∶ 𝑥2 + 4𝑦𝑧 = 𝑝}



Zagier의풀이법

이함수는특징이있음



Zagier의풀이법

두번합성하면항등함수가됨



Zagier의풀이법

두번합성하면항등함수가됨

𝑥, 𝑦, 𝑧 → 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 → 𝑓 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = (𝑥, 𝑦, 𝑧)



Zagier의풀이법

함수 f의성질을통해집합 S에서짝을지을수있음.

𝑥, 𝑦, 𝑧 ⟺ 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧



Zagier의풀이법

하지만함숫값이변하지않는고정점이라면, 짝을지을수없음

𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 ?



Zagier의풀이법

이되는경우는 (1,1,
𝑝−1

4
) 밖에존재하지않음𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧



Zagier의풀이법

고정점이단하나이므로, 집합 S의원소의개수는홀수

𝑥, 𝑦, 𝑧 ⟺ 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 ,  (1,1,
𝑝 − 1

4
) 



Zagier의풀이법

S에서 S로가는함수 g를정의,

𝑆 = { 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℕ3 ∶ 𝑥2 + 4𝑦𝑧 = 𝑝}

g 𝑥, 𝑦, 𝑧 = (𝑥, 𝑧, 𝑦)



Zagier의풀이법

S에서 S로가는함수 g를정의,

𝑆 = { 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℕ3 ∶ 𝑥2 + 4𝑦𝑧 = 𝑝}

g 𝑥, 𝑦, 𝑧 = (𝑥, 𝑧, 𝑦)

이함수또한두번합성하면항등함수가됨



Zagier의풀이법

𝑆 = { 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℕ3 ∶ 𝑥2 + 4𝑦𝑧 = 𝑝}

g 𝑥, 𝑦, 𝑧 = (𝑥, 𝑧, 𝑦)

따라서 g를통해 S의원소들을짝지을수있고, 
홀수개이므로고정점이반드시하나존재

𝑥, 𝑦, 𝑧 ⟺ 𝑔 𝑥, 𝑦, 𝑧 ,  (? , ? , ? ) 



Zagier의풀이법

𝑆 = { 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℕ3 ∶ 𝑥2 + 4𝑦𝑧 = 𝑝}

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑔 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑥, 𝑧, 𝑦

⇒ 𝑦 = 𝑧 인순서쌍존재



Zagier의풀이법

𝑆 = { 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℕ3 ∶ 𝑥2 + 4𝑦𝑧 = 𝑝}

∴ 𝑥2 + 4𝑦𝑧 = 𝑥2 + 4𝑦2 = 𝑥2 + 2𝑦 2 = 𝑝

를만족시키는자연수 𝑥, 𝑦가존재

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑔 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑥, 𝑧, 𝑦

⇒ 𝑦 = 𝑧 인순서쌍존재



3. 미술관 정리
(Chvátal’s Art Gallery Theorem)



1973년스탠퍼드대학교에서
열린기하학학회에서시작

빅터클리(Victor Klee) 바츨라프흐바탈(Václav Chvátal)



다각형모양의미술관전체를
사각지대없이감시하려면, 
꼭짓점개수 n개에따라경비원이
최대몇명이나필요할까요?



다각형모양의미술관전체를
사각지대없이감시하려면, 
꼭짓점개수 n개에따라경비원이
최대몇명이나필요할까요? ?!



흠….



증명완료!

2년 뒤, 1975년에논문을발표하여증명



정답은….

2년 뒤, 1975년에논문을발표하여증명



𝑛

3
명이면충분하다.

2년 뒤, 1975년에논문을발표하여증명



2년뒤, 1975년에논문을발표하여증명

꼭짓점의개수 n에대한수학적귀납법을설계하고, 
n = 3, 4, 5인경우에는볼록한모양밖에없으므로끝, 
n 보다꼭짓점이작은모든다각형에대해

𝑘

3
 명으로

감시가다가능하다고할때, 다각형 𝑃를 𝑃1, 𝑃2로

적절히잘라가정을적용하여
𝑘

3
 명으로감시가

가능함을증명하였다….



하지만다각형을적절히자르는방식에서수학적
귀납법이깨질수있어, 부등식을유지하면서도
적절히자르는방법이존재한다는것을따로증명

꼭짓점의개수 n에대한수학적귀납법을설계하고, 
n = 3, 4, 5인경우에는볼록한모양밖에없으므로끝, 
n 보다꼭짓점이작은모든다각형에대해

𝑘

3
 명으로

감시가다가능하다고할때, 다각형 𝑃를 𝑃1, 𝑃2로

적절히잘라가정을적용하여
𝑘

3
 명으로감시가

가능함을증명하였다….



하지만 3년 뒤 1978년에 스티브피스크(Steve Fisk)가
조합론적방법을통해반페이지로이문제를증명

쉽던데ㅋㅋ

스티브피스크(Steve Fisk)



Fisk의증명

1. 다각형내부를모두삼각형으로쪼갬

꼭짓점이 11개인다각형



Fisk의증명

1. 다각형내부를모두삼각형으로쪼갬

어떻게쪼개든상관없음



Fisk의증명

2. 삼각형의꼭짓점을 3색으로모두다다르게칠함



Fisk의증명

2. 삼각형의꼭짓점을 3색으로모두다다르게칠함

비둘기집의원리에따라,
11

3
= 3 개로칠한색이적어도하나존재



Fisk의증명

2. 삼각형의꼭짓점을 3색으로모두다다르게칠함

파란색점은모든삼각형의꼭짓점하나에대응되고,
삼각형내부는볼록하므로모두다감시가능



또다른예시

꼭짓점이 14개인다각형



또다른예시

14

3
= 4명으로모두감시가능



이후연구

• 모든내각이 90도또는 270도인경우, 𝑛

4
 명으로모두감시가능

• 미술관이내부에구멍이 ℎ개있는경우, 𝑛+2ℎ

3
명으로모두감시가능

• 특정도면이주어졌을때, 필요한경비원수와좌표를출력하는알고리즘은NP-hard 임이증명됨

• 3차원다면체의경우, 자이델(Seidel)이라는 수학자가 모든꼭짓점에경비원을세워도다면체내부

공간을모두감시하는것이불가능한다면체가있음을증명함



4. 내쉬 균형
(Equilibrium Points in n-Person Games)



4. 내쉬 균형
(Equilibrium Points in n-Person Games)

(많이어려움)



4. 내쉬 균형
(Equilibrium Points in n-Person Games)

(엄청난비약과수학적오류가있을수있음)



내쉬균형

단 2페이지로논문작성(내용은더짧음)



제로섬



제로섬



제로섬



제로섬



제로섬

Ex) 도박, 가위바위보,선물거래



논제로섬



논제로섬

Ex) 무역, 기술혁신, 주식



내쉬균형

논문이전에는 ‘제로섬게임’에서만수학적해법을찾음



내쉬균형

‘논제로섬게임’에서도균형점이존재한다는것을존내쉬(John Nash)가증명



세명의사람이

가위바위보를한다고

가정







각사람마다혼합전략을유한개갖고있을수있음.



그런데내쉬균형이란무엇일까?

모두가자신의혼합전략을공개하였을때, 지금
고른전략이본인에게최선이라고느끼는상태



그런데내쉬균형이란무엇일까?

전략1

전략2

내쉬균형 X

최선이라고느끼는상태 = 후회를하지않는상태

전략1 하지말고
전략2 할걸…



수학적모델링



A, B, C 가동시에취할수
있는전략의경우의수



함수를정의, 전략을바꿨을때오르는점수를
‘추가이득’이라고부를때, 추가이득이클수록

그전략을선택할확률을높여줌.

𝑇 ∶ Σ → Σ, 𝑐𝑖𝛼 = max(0, 𝑝𝑖𝛼 𝑠 − 𝑝𝑖 𝑠 )

𝑐𝑖𝛼 : 전략을바꿨을때의추가이득

𝑝𝑖𝛼 : 전략을 𝛼로바꿨을때의수익, 𝑝𝑖 : 현재수익

Σ : 전체게임의상태공간



Σ는위상수학에서 ‘convex’ 와 ‘compact’ 라고불리는
매우좋은성질을가진공간, T는 Σ 상에서연속함수

𝑇 ∶ Σ → Σ, 𝑐𝑖𝛼 = max(0, 𝑝𝑖𝛼 𝑠 − 𝑝𝑖 𝑠 )



Σ는위상수학에서 ‘convex’ 와 ‘compact’ 라고불리는
매우좋은성질을가진공간, T는 Σ 상에서연속함수

𝑇 ∶ Σ → Σ, 𝑐𝑖𝛼 = max(0, 𝑝𝑖𝛼 𝑠 − 𝑝𝑖 𝑠 )

=> ‘Brouwer Fixed-Point Theorem’에의해 

𝑇(𝑠)  =  𝑠를만족시키는 s가존재.



𝑇 ∶ Σ → Σ, 𝑐𝑖𝛼 = max(0, 𝑝𝑖𝛼 𝑠 − 𝑝𝑖 𝑠 )
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경제학의근본적인질문을 ‘위상수학’을사용하여해결



내쉬균형을더엄밀하게알고싶다면?
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내쉬 균형 검색



끝



참고문헌

• Lander, L. J., & Parkin, T. R. (1966). Counterexample to Euler's conjecture on sums of like powers. Bulletin of the 

American Mathematical Society, 72(6), 1079-1079.

• Elkies, N. D. (1988). On 𝐴4  + 𝐵4  + 𝐶4 = 𝐷4. Mathematics of Computation, 51(184), 825-835.

• Zagier, D. (1990). A one-sentence proof that every prime 𝑝 ≡  1 (mod 4) is a sum of two squares. The American 

Mathematical Monthly, 97(2), 144-144

• Chvátal, V. (1975). A combinatorial theorem in plane geometry. Journal of Combinatorial Theory, Series B, 18(1), 

39-41.

• Fisk, S. (1978). A short proof of Chvátal's watchman theorem. Journal of Combinatorial Theory, Series B, 24(3), 

374-374.

• Nash, J. F. (1950). Equilibrium points in n-person games. Proceedings of the National Academy of Sciences, 36(1), 

48-49.


	Slide 1: Shortest Proofs in Mathematics
	Slide 2: 들어가기에 앞서…
	Slide 3: 들어가기에 앞서…
	Slide 4: 들어가기에 앞서…
	Slide 5: 1. 페르마의 마지막 정리 (Fermat’s last Theorem)
	Slide 6: 에 대한 오일러의 추측
	Slide 7: 페르마의 마지막 추측
	Slide 8: 페르마의 마지막 추측
	Slide 9: 오일러의 추측
	Slide 10: 오일러의 거듭제곱 합 추측
	Slide 11: 오일러의 거듭제곱 합 추측
	Slide 12
	Slide 13
	Slide 14: 또 다른 반례
	Slide 15: 또 다른 반례
	Slide 16: 2. 페르마의 두 제곱수 정리 (Fermat’s Theorem on sums of two squares)
	Slide 17
	Slide 18
	Slide 19
	Slide 20
	Slide 21
	Slide 22
	Slide 23
	Slide 24
	Slide 25
	Slide 26
	Slide 27
	Slide 28
	Slide 29
	Slide 30
	Slide 31
	Slide 32
	Slide 33
	Slide 34
	Slide 35
	Slide 36
	Slide 37
	Slide 38
	Slide 39
	Slide 40
	Slide 41
	Slide 42
	Slide 43
	Slide 44
	Slide 45: 3. 미술관 정리 (Chvátal’s Art Gallery Theorem)
	Slide 46: 1973년 스탠퍼드 대학교에서 열린 기하학 학회에서 시작
	Slide 47
	Slide 48
	Slide 49
	Slide 50: 2년 뒤, 1975년에 논문을 발표하여 증명
	Slide 51: 2년 뒤, 1975년에 논문을 발표하여 증명
	Slide 52: 2년 뒤, 1975년에 논문을 발표하여 증명
	Slide 53: 2년뒤, 1975년에 논문을 발표하여 증명
	Slide 54: 하지만 다각형을 적절히 자르는 방식에서 수학적 귀납법이 깨질 수 있어, 부등식을 유지하면서도 적절히 자르는 방법이 존재한다는 것을 따로 증명
	Slide 55: 하지만 3년 뒤 1978년에 스티브 피스크(Steve Fisk)가 조합론적 방법을 통해 반 페이지로 이 문제를 증명
	Slide 56
	Slide 57
	Slide 58
	Slide 59
	Slide 60
	Slide 61
	Slide 62
	Slide 63
	Slide 64: 4. 내쉬 균형 (Equilibrium Points in n-Person Games)
	Slide 65: 4. 내쉬 균형 (Equilibrium Points in n-Person Games)
	Slide 66: 4. 내쉬 균형 (Equilibrium Points in n-Person Games)
	Slide 67: 내쉬 균형
	Slide 68: 제로섬
	Slide 69: 제로섬
	Slide 70: 제로섬
	Slide 71: 제로섬
	Slide 72: 제로섬
	Slide 73: 논제로섬
	Slide 74: 논제로섬
	Slide 75: 내쉬 균형
	Slide 76: 내쉬 균형
	Slide 77
	Slide 78
	Slide 79
	Slide 80
	Slide 81
	Slide 82
	Slide 83
	Slide 84
	Slide 85
	Slide 86
	Slide 87
	Slide 88
	Slide 89
	Slide 90
	Slide 91
	Slide 92
	Slide 93
	Slide 94: 끝
	Slide 95

